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В работе обоснована зависимость энергетических параметров парных взаи-
модействий атомов от размера наносистемы и предлагается соответствую-
щая методология построения фазовых диаграмм бинарных сплошных на-
нопленок. На примере системы Bi—Sn рассмотрено образование нанофаз в 

сплошных пленках и получены зависимости температур фазового превра-
щения и предельных растворимостей компонентов от толщины пленки. 

У роботі обґрунтовано залежність енергетичних параметрів парних взає-
модій атомів від розміру наносистеми і пропонується відповідна методо-
логія побудови фазових діяграм бінарних суцільних наноплівок. На при-
кладі системи Bi—Sn розглянуто утворення нанофаз у суцільних плівках і 
одержано залежності температур фазового перетворення і граничних роз-
чинностей від товщини плівки. 

Dependence of the energy parameters of pairwise interactions of atoms on the 

size of a nanosystem is validated, and the corresponding methodology of 

phase diagram plotting for binary continuous nanofilms is proposed. The for-
mation of nanophases in continuous films is considered by the example of Bi—
Sn system, and dependences of phase-transformation temperatures and limit 

solubilities of the components on the thin-film thickness are obtained. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 

Проблема описания влияния размеров на свойства и стабильность 

наноматериалов являются одной из фундаментальных научных 

проблем в современной физике [1—4]. В связи с тем, что физико-
химические свойства наноматериалов существенно зависят от со-
става вещества, то повышается интерес к анализу фазовых диа-
грамм многокомпонентных наноматериалов и, в частности, наноп-
ленок, как важного класса нанодисперсных систем. 
 В наносистемах размер объектов становится соизмеримым с ра-
диусом сил межмолекулярного взаимодействия; поэтому поверхно-
стная энергия наносистем может становиться также размерно-
зависимой. В связи с тем, что этот вопрос остается незавершенным, 

большинство авторов используют постоянные значения для удель-
ной поверхностной энергии наносистем. Первые качественные тео-
ретические оценки и экспериментальные исследования размерной 

зависимости для металлов в окрестности точки плавления дают та-
кой результат для удельной поверхностной энергии [5, 6]: σ = σ∞{1 − 

− 2α1/h + 4α2/h2}, где σ∞ – удельная поверхностная энергия массив-
ного вещества. Для нанопленок толщиной h в интервале 20 нм > h > 

> 3 нм коэффициенты α1 ≈ 0,1 нм, α2 ≈ 10
−3

 нм
2. В работе [7] получе-

ны осцилляционные размерные зависимости поверхностной энер-
гии кристалла с минимумами в точках, которые отвечают такому 

количеству атомов наносистемы, из которой можно построить без-
дефектный куб. Численные расчеты методами компьютерной си-
муляции для наночастиц дают в первом приближении размерные 

зависимости типа [8]: σ = σ∞{1 — α3N
−1/3}, где N – количество атомов 

в наносистеме, константа α3 колеблется от 1 до 2. 
 Объяснить приведенные размерные зависимости поверхностной 

энергии за счет учета кривизны поверхности для тонких сплошных 

пленок невозможно. Это значит, что такая размерная зависимость 

является следствием влияния не столько кривизны поверхности, 
сколько размерно-зависящего изменения эффективной парной энер-
гии взаимодействия атомов наноматериала, не только на поверхно-
сти материала, но и в середине, в объеме [9]. Иными словами, можно 

считать фазы, формирующиеся в виде пленок, поверхностными фа-
зами с определенной толщиной, которая соразмерна с характерной 

длиной межатомного взаимодействия, когда в сфере взаимодействия 

каждого поверхностного атома уменьшается количество атомов. 
 Согласно классической термодинамике каждая фаза должна 

иметь объемные и поверхностные атомы; потому, соответственно, 

такие атомы дают всего два вклада в общую энергию системы: объ-
емный и поверхностный. Для нанофаз, особенно для твердых нано-
металлов, необходимо учитывать также наличие атомов, которые 

находятся в гранях, ребрах, вершинах системы, и потому, выраже-
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ние для общей энергии наносистемы должно отличаться от соответ-
ствующего для массивного материала [10]. Если применить термо-
динамическое описание к бинарной наносистеме с использованием 

модели локально-конфигурационного взаимодействия [11] типа 

модели регулярного раствора, то не только поверхностная энергия 

будет давать вклад, зависимый от размера системы, но и значение, 

и выражение для плотности потенциала Гиббса в объёме системы 

также будет зависеть от размера наносистемы. 
 В представленной работе мы дадим теоретическое описание осо-
бенностей термодинамики сплошных нанопленок (рис. 1), которые 

претерпевают фазовые превращения первого рода, на основе фун-
даментальных предположений и гипотезы о размерной зависимо-
сти физических величин в наносистемах. Мы исследуем и построим 

размерно-зависимую диаграмму состояния нанопленки бинарной 

системы Bi—Sn, покажем, что для объяснения и построения фазо-
вых диаграмм тонких пленок необходимо использовать размерно-
зависимые эффективные парные энергии взаимодействия атомов 

внутри наноматериала. 

2. ОБОСНОВАНИЕ РАЗМЕРНО-ИНДУЦИРОВАННЫХ ЭФФЕКТОВ 

В НАНОСИСТЕМАХ 

Дадим объяснение существования размерно-индуцированных 

парных потенциалов взаимодействия атомов с микроскопической 

точки зрения. Если представить потенциал взаимодействия ато-
мов типа Леннард-Джонса, Морзе или любого другого типа, кото-
рый имеет как близкодействующую часть отталкивания, так и 

дальнодействующую часть притяжения атомов между собой, то 

можно сделать вывод для низкоразмерных систем о наличии 

взаимодействия между атомами на расстояниях больших или рав-
ных размеру наносистемы. С этой точки зрения уменьшение раз-
меров системы должно приводить к тому, что в сфере взаимодей-

 
а    б 

Рис. 1. Сплошная пленка толщиной h >> Δh на подкладке с прослойкой по-
верхностных атомов толщины Δh (а); сплошная пленка толщиной h ≅ Δh с 

большой долей поверхностных атомов и поверхностных фаз (б). 
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ствия каждого атома наносистемы уменьшается количество ато-
мов, что в свою очередь, может изменять плотность вещества, 

уменьшать или увеличивать удельную энергию (на атом) взаимо-
действия атомов, а соответственно, уменьшать или увеличивать 

энергию взаимодействия атомов наносистемы по сравнению с та-
кой в макросистемах. Следовательно, должны существовать также 

размерно-индуцированные изменения эффективной парной энер-
гии взаимодействия атомов внутри наноматериала. 
 Для проверки такой гипотезы о размерной зависимости физиче-
ских величин в наносистемах целесообразно воспользоваться мето-
дами молекулярной динамики и статики с известными потенциа-
лами взаимодействия для металлов [12, 13]. В результате использо-
вания метода молекулярной статики (МС) для сплошных нанопле-
нок металлов с ГЦК-структурой нами была получена размерная за-
висимость парных потенциалов взаимодействия атомов от толщи-
ны пленки (рис. 2). Соответствующий вычислительный экспери-
мент, выполненный авторами, основывался на выборе потенциала 

Морзе, который может быть представлен в виде: 

)})(exp{2)}(2(exp{)( 00 rrrrDrU −α−−−α−= , 

где D = U(r0) и α – параметры энергии диссоциации пары атомов и 

степени ангармонизма потенциальной энергии соответственно; r0 – 

равновесное расстояние между двумя атомами, r – расстояние ме-
жду атомами. В МС-расчетах принималось, что пленка находится 

а 
 

б 

Рис. 2. МС-расчеты: потенциальная энергия взаимодействия атома наноп-
ленки Cu как функция оптимальной толщины h (а); зависимость эффек-
тивного потенциала взаимодействия атома Φ(h) ≅ U(ropt) от оптимальной 

толщины h нанопленки для ГЦК-металлов (б).
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в вакууме, и определялись оптимальная плотность вещества и та-
кие характеристики межатомного взаимодействия, как средняя 

потенциальная энергия g(h) каждого атома пленки как функция 

толщины нанопленки и значение потенциала Морзе Φ(h) ≡ U(ropt) 

для атомов в первой координационной сфере r = ropt. Как известно, 

вторая координационная сфера (и следующие) дает не основной 

вклад в потенциал взаимодействия [14]. Это позволяет получить 

без учета соответствующих поправок основной результат – зави-
симость эффективного потенциала взаимодействия атомов Φ(h) ≅ 

≅ U(ropt) от размеров системы (рис. 2, б). 
 Появление размерной зависимости в плотности потенциальной 

энергии g(h) связано с тем, что в методе МС учитываются как объ-
емные связи атомов, так и связи на поверхности, а фактического 

разделения атомов на поверхностные атомы и объемные в такой мо-
дели нет (иными словами потенциальная энергия пленки делится 

на общее количество атомов в системе). Отсюда, во-первых, можно 

предположить, что подобная ситуация с размерной зависимостью 

должна иметь место для поверхностных фаз. Детальный анализ 

МС-метода выходит за рамки представленной работы, где основное 

внимание обращено вопросам построения фазовых диаграмм. 
 Таким образом, анализ позволяет сделать вывод о возможном по-
верхностном поведении фаз в тонких пленках и соразмерности эф-
фективного расстояния взаимодействия атомов с толщиной наноп-
ленки. Полученные результаты для ГЦК-нанопленок показывают, 

что наличие размерного эффекта на плотность потенциальной энер-
гии взаимодействия атома сказывается для пленок с толщинами до 

нескольких десятков нанометров. Отсюда также вытекает, что для 

термодинамического описания наносистем и их фазовых диаграмм 

требуется уточнение энергетических зависимостей. В частности, на 

наш взгляд, при использовании моделей (идеального, регулярного 

или субрегулярного) растворов в термодинамике тонких пленок и 

конденсированных наносистем потенциалы парного межатомного 

взаимодействия и зависимости для плотности потенциала Гиббса 

должны быть модифицированы с учетом вышесказанного и браться 

функционально зависимыми от размеров соответствующих систем. 

Такие размерные зависимости парных потенциалов могут быть 

найдены из экспериментальных диаграмм состояния наносистем. 

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ПОСТРОЕНИЕ ДИАГРАММЫ Bi—Sn 

Под диаграммами состояния мы понимаем изображение множества 

точек фазовых равновесий при разных значениях таких термоди-
намических параметров как температура, давление и состав внутри 

фаз [15]. 
 В экспериментальной работе [4] был использован так называемый 
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«метод геометрической термодинамики» для описания эволюции 

эвтектических диаграмм состояния двухкомпонентного сплава Bi—
Sn. Авторы использовали пленки переменного состава путем испаре-
ния компонентов из отдельных источников и последующей конден-
сации молекулярных пучков на подкладке. В результате конденса-
ции на подкладке образуется пленка бинарного состава. Концентра-
ция пленки непрерывно изменяется от точки к точке и определяется 

количеством компонентов и геометрией расположения источников и 

подкладки [16]. Исследование сплошных пленок сплавов Bi—Pb по-
казало, что при толщинах 32, 20 и 10 нм понижение эвтектической 

температуры составляет 5, 10 и 18 К соответственно. 
 Несмотря на некоторые противоречия между представленными 

экспериментальными рисунками для фазовых диаграмм и соответст-
вующими зависимостями для смещенных точек эвтектики одного и 

того же сплава, можно утверждать, что для толщины меньше чем 30 

нм наблюдалось снижение температур эвтектики, ликвидуса и соли-
дуса, то есть сдвиг диаграммы в сторону меньших температур (рис. 3). 
 Для системы Bi—Sn для толщины 10 нм авторы [5] получили в 

экспериментах снижение температуры эвтектики на 17 К. В то же 

время на построенной экспериментальной диаграмме этих же авто-
ров для толщины 9 нм показано снижение эвтектической точки 

 

Рис. 3. Фазовая диаграмма нанопленки Bi—Sn [4, 5]. Эвтектическая темпе-
ратура массивного материалаТе∞ = 412К. 
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лишь на 12 К [4]. Чтобы разрешить это противоречие мы выполни-
ли сравнительный анализ публикаций и выбрали результаты [5] по 

смещению температуры эвтектики как такие, которые являются 

более корректными и отвечают большей экспериментальной стати-
стике тех же авторов. Для системы Bi—Sn также получено, что для 

толщин больших 70—80 нм снижение температуры эвтектики ста-
новилось несущественным (показано далее). В тоже время для чис-
тых веществ влияние толщины на температуру плавления сказы-
валось в экспериментах плоть до 100—120 нм. 
 Большинство экспериментальных исследований демонстрируют 

также сужение двухфазных областей на диаграммах наноматериа-
лов, что особенно четко заметно для случая наночастиц. Получен-
ные фазовые диаграммы нанопленки бинарной системы Bi—Sn (рис. 

3) не позволяют сделать однозначный вывод о таком сужении в этой 

системе. Тем не менее, можно видеть по построенной эксперимен-
тальной диаграмме (рис. 3), что в области ромбической фазы Bi для 

составов сплава около единицы растворимость олова в висмуте не-
значительно растет, а соседняя двухфазная область уменьшается. 

Это важное обстоятельство подтверждает факт увеличения раство-
римости и будет нами учтено при построении наноразмерной диа-
граммы состояния. 
 Мы воспользуемся приведенными экспериментальными резуль-
татами и их особенностями для проверки нашей гипотезы о сущест-
вовании корреляции между толщиной нанопленки и парными 

энергиями взаимодействия атомов в середине сплошных нанопле-
нок. Правильность описания и результат построения наноразмер-
ной диаграммы системы Bi—Sn будут проверяться такими основны-
ми критериями: адекватными смещениями температуры эвтектики 

и температур плавления чистых веществ, ростом растворимости. 

4. КЛАССИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОПИСАНИЯ ОБЪЕМНЫХ ФАЗ И 

ПОСТРОЕНИЯ ДИАГРАММ 

Классическая термодинамика утверждает, что при фиксированной 

температуре T и средней концентрации х между точками х1 и х2 об-
щей касательной к кривой или к кривым потенциала Гиббса G(х), 

материал в равновесии является смесью первой и второй фаз, каж-
дая с концентрацией х1 и х2. Эти равновесные составы отвечают рас-
творимостям компонентов один в другом. 
 Рассмотрим бинарную систему Bi—Sn в интервале температур от 

самой высокой температуры плавления (температура плавления Bi 
545 К) до температур, значительно ниже температуры эвтектики 

(412 К), то есть до комнатных температур (300 К) [17, 18]. Соответ-
ствующие потенциалы Гиббса G(x) для такой системы возьмем из 

данных CALPHAD. Исследование энергетических зависимостей 



1500 А. С. ШИРИНЯН, Ю. С. БЕЛОГОРОДСКИЙ 

для выбранного интервала температур показало, что наиболее ве-
роятными являются три фазы: 
1) твердый субрегулярный раствор – объёмно-центрированная тет-
рагональная фаза на основе Sn с симметрией типа А5 (ВСТ); 
2) твердый регулярный раствор – ромбическая фаза на основе Bi с 

симметрией типа А7 (RHOM); 
3) жидкий субрегулярный раствор (LIQ) сплава. 
 Обозначим атомный состав x для атомов сорта B (Bi), 1 − х – для 

атомов сорта A (Sn). Соответствующие зависимости потенциала 

Гиббса, который приходится на один моль вещества, имеют такой 

общий вид: 

BCT BCT

bulk bulk

BCT BCT BCT BCT BCT

bulk Bi Sn 0 1

( , ) ( , ) { ln (1 ) ln(1 )},
ВСТ

( , ) (1 ) (1 ){ (2 1) };

G x T U x T RT x x x x

U x T xG x G x x L x L

 = + + − −


= + − + − + −
 (1) 

 

RHOM RHOM

bulk bulk

RHOM RHOM RHOM RHOM

bulk Bi Sn 0

RHOM

1

( , ) ( , ) { ln (1 ) ln(1 )},

RHOM ( , ) (1 ) (1 ){

(2 1) };

G x T U x T RT x x x x

U x T xG x G x x L

x L

 = + + − −


= + − + − +
 + −

 (2) 

 

LIQ LIQ

bulk bulk

LIQ LIQ LIQ LIQ LIQ

bulk Bi Sn 0 1

( , ) ( , ) { ln (1 ) ln(1 )},
LIQ

( , ) (1 ) (1 ){ (2 1) }.

G x T U x T RT x x x x

U x T xG x G x x L x L

 = + + − −


= + − + − + −
 (3) 

Тут функции ),(
phase
bulk TxU : ),(

BCT
bulk TxU , ),(

RHOM
bulk TxU , ),(

LIQ
bulk TxU  – 

внутренние энергии растворов соответствующих объемных фаз. Ко-
эффициенты субрегулярных растворов 

phase
0L  и 

phase
1L : 

BCT
0L , 

BCT
1L , 

RHOM
0L , 

RHOM
1L , 

LIQ
0L , 

LIQ
1L  характеризуют энергии смешения атомов 

Bi та Sn в соответствующих структурах и найдены по данным 

CALPHAD для массивных материалов. Термодинамические данные 
phase
SnG  и 

phase
BiG , отвечающие за парные энергии взаимодействия 

компонентов в системе Sn—Bi, где могут образовываться разные 

твердые растворы в интервале температур 300—545 К даны в [17, 

18]. Соответствующий анализ по методу Гиббса дает диаграмму со-
стояния, которая представлена на рис. 3 пунктиром. 

5. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ НАНОФАЗ 

Перейдем к обсуждению расчета диаграммы состояния нанопленки 

избранной бинарной системы. 
Модель 1: классическое описание с учетом температурных зависи-
мостей (рис. 1, а). В соответствии с этим описанием фаза состоит из 

объемной и поверхностной частей. Объемная составляющая энер-
гии системы описана нами в предыдущем разделе (формулы (1)—
(3)). В этом случае описание фазы остается неизменным для объем-
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ной составляющей и уточняется введением поверхностной энергии 

Gsurf(x, T) и/или температурных зависимостей для поверхностной 

энергии и молярного объема компонента в разных агрегатных со-
стояниях: 

surf
( , )

[(1 ) ( ) ( )][(1 ) ( ) ( )]( , ) ( , )
,A B A B

G x T

x T x T x T x Tx T x T

h h

=
− σ + σ − ω + ωσ ω= =

 

где ωA(T), ωB(T) – объемы одного моля атомов сорта А и В, соответ-
ственно, при температуре Т; σA(T), σB(T) – зависящие от темпера-
туры Т поверхностные энергии (на единицу площади) атомов сорта 

А и В соответственно. 
 Общая энергия сплошной пленки определенной фазы будет опре-
деляться согласно выражению: 

phase

phase bulk

( , ) ( , )
( , , ) ( , ) { ln (1 ) ln(1 )} .

x T x T
G x T h U x T RT x x x x

h

σ ω= + + − − +  

(4) 

 Воспользуемся данными различных публикаций по системе Bi—Sn в 

интервале температур 300—545 К [5, 19—24]. Для жидкой фазы LIQ: 
молярный объем жидкого висмута определится формулой ωBi(T) = 

= 2,08⋅10
−5[1 + 1,17⋅10

−4(T − 544)] м
3/моль, молярный объем жидкого 

олова ωSn(T) = 1,7⋅10
−5[1 + 8,7⋅10

−4(T − 505)] м
3/моль, поверхностное на-

тяжение чистого висмута σBi(T) = 0,378 − 7⋅10
−5(T − − 544) Дж/м2

 и чис-
того олова σSn(T) = 0,56 − 9⋅10

−5(T − 505) Дж/м2. Для твердых веществ 

аппроксимация экспериментальных данных дает соответствующие 

зависимости для поверхностных энергий: σBi = 0,378 + 0,013(544 − T)1
/2

 

Дж/м2, σSn = 0,54 + 0,013(505 − T)1
/2

 Дж/м2, и почти неизменные моляр-
ные объемы ωBi(T) = 2,133⋅10

−5[1 + 4⋅10
−5(T − 293)] м

3/моль, ωSn(T) = 

= 1,63⋅10
−5[1 + 5⋅10

−5(T − 293)] м
3/моль. 

 Выполнив соответствующий анализ по методу Гиббса геометриче-
ской термодинамики можно получить фазовую диаграмму для сис-
темы Bi—Sn. К сожалению, такое описание дает некорректные ре-
зультаты. Во-первых, смещение растворимости около составов х = 0, 
в фазе ВСТ оказывается не в ту сторону (растворимость уменьшает-
ся). Во-вторых, растворимость около составов х = 1, в ромбической 

фазе Bi не увеличивается. В-третьих, есть несоответствие с экспери-
ментами поведения температур плавления для чистых компонент от 

толщины пленки и эвтектической температуры от толщины. 
 Заслуживает внимания также тот факт, что классическое описа-
ние, в котором не учитываются температурные зависимости моль-
ных объемов ωA(T), ωB(T) и поверхностных энергий σA(T), σB(T), 

также не позволяет получить адекватные фазовые диаграммы и за-
висимости температур эвтектики и плавления от толщины пленки. 
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Более того, полученная таким образом диаграмма состояния имела 

еще большие двухфазные области, что соответствует уменьшению 

растворимостей компонентов друг в друге. Последнее противоречит 

имеющимся экспериментальным данным по растворимости в ма-
лых объемах, так как растворимость в нанопленках Bi—Sn растет с 

уменьшением толщины и является повышенной по сравнению с 

объемными образцами. Попытка авторов заменить температуры 

плавления в зависимостях поверхностных энергий и молярных 

объемов на размерные зависимости тоже не увенчалась успехом, 

полученные диаграммы и поведение температур плавления и эвтек-
тики не соответствовали экспериментальным результатам. 
 Таким образом, мы получили, что классическое описание нано-
фазы оказывается неприменимым для корректного построения фа-
зовой диаграммы наносистемы Bi—Sn. Поэтому мы предлагаем но-
вый метод, основанный на идее размерно-зависимых потенциалов 

межатомного взаимодействия в объемной фазе, который, как мы 

увидим, дает адекватные результаты. В этой работе мы рассмотрим 

самый простой случай (с точки зрения теоретического описания и 

экспериментальных данных) сплошной нанопленки (рис. 1, б). 
Модель 2: поверхностная фаза с размерно-зависящей внутренней 

энергией (рис. 1, б). Воспользуемся теперь полученным результатом 

МС-расчета (рис. 2, б) и допустим, что энергии парного взаимодей-
ствия атомов в сплошных нанопленках (в результате корреляции 

между толщиной пленки и оптимальным расположением атомов в 

пленке) в первом приближении можно записать в виде разложения 

в ряд Тейлора: Φ(h) = Φ∞{1 − α4/h}. Здесь Φ∞ – энергия межатомного 

взаимодействия в объемной фазе, который отвечает диаграмме со-
стояния массивного материала, h – толщина нанопленки (рис. 1). 

Величина α4 > 0 зависит от типа структуры, сорта атомов (α4 являет-
ся разным для разных сортов атомов даже для одного типа кристал-
лической решетки) и во втором приближении может зависеть от 

толщины пленки. В дальнейшем мы принимаем α4 постоянными 

для объяснения и построения размерной диаграммы состояния би-
нарной пленки сплава Вi—Sn. Основной гипотезой, базирующейся 

на результатах МС (рис. 2, б), для объяснения фазовых диаграмм 

бинарных нанопленок будет приближение (5): 

( ) (1 ),  ( ) (1 ),  ( ) (1 ).AA BB AB
AA AA BB BB AB ABh h h

h h h

α α α
Φ = Φ − Φ = Φ − Φ = Φ −  

(5) 

Здесь ΦАА(h), ΦВВ(h) и ΦАВ(h) являются энергиями парного взаимо-
действия атомов сорта А, В и между собой соответственно. Согласно 

(5) характеристики наноматериала сплошной пленки для больших 

толщин асимптотически приближаются к соответствующим значе-
ниям в массивных образцах. 
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 С целью пояснения предлагаемой методики применим хорошо 

известную модель регулярного раствора для конденсированной 

среды, которая состоит из атомов А и В. Подстановка приближения 

(5) в формулы (1)—(3) для случая нанофаз даст зависимости потен-
циалов Гиббса, в которых внутренняя энергия смеси атомов в опре-
деленной нанофазе станет зависимой от толщины пленки. В общем 

виде для определенной нанофазы это может быть записано так: 

 

phase phase

phase

phase bulk phase

phase phase phase phase phase 0

phase Sn Bi 0 mix

( , , ) ( , , ) { ln (1 ) ln(1 )},

( , , ) ( , ) ( , ) / ,

( , ) [(1 ) (1 ) ];AA BB

G x T h U x T h RT x x x x

U x T h U x T x T h

x T x G xG x x L

 = + + − −
 = − ε
ε = − α + α + − α

 (6) 

здесь Gphase(x, T, h) и Uphase(x, T, h) – плотность потенциала Гиббса и 

внутренняя энергия атомов нанофазы, 
phase

Sn
/ 2A AAG ZN= Φ , 

phase

Bi
/ 2

A BB
G ZN= Φ , 

phase

0
[ 0,5( )]

A AB AA BB
L ZN= Φ − Φ + Φ , Z – коор-

динационное число, NА – постоянная Авогадро, εphase(x, T) – функ-
ция, которая характеризует скорость изменения зависимости по-
тенциала Гиббса с изменением толщины определенной нанофазы, 

зависит от типа структуры и является положительно определенной 

в случае пленки. В общем случае субрегулярного раствора и боль-
ших давлений значение εphase(x, T) может зависеть также от толщи-
ны пленки. Параметры 

phase

AA
α , 

phase

BB
α , 

0
mixα  характеризуют размер-

ную зависимость парных энергий взаимодействия и энергии сме-
шения в соответствующих фазах. 
 Таким образом, мы получили, что для описания регулярного рас-
твора достаточно знать три параметра 

phase

AA
α , 

phase

BB
α , 

phase

AB
α  или 

phase

AA
α , 

phase

BB
α , 

0
mixα . Аналогичным образом можно получить, что для описа-

ния идеального раствора достаточно двух параметров 
phase

AA
α , 

phase
BBα . 

Субрегулярный раствор в нанопленке можно описать с помощью 

четырех параметров: 
phase

AA
α , 

phase

BB
α , 

phase

AB
α , 

1
mixα  или 

phase

AA
α , 

phase

BB
α , 

0
mixα , 

1
mixα . В тех случаях, когда 

1
mix

0
mix α=α , для субрегулярного 

раствора вместо четырех параметров с достаточной степенью точно-
сти можно использовать три параметра: два параметра 

phase

AA
α , 

phase

BB
α  

и третий 
1
mix

0
mixmix α=α=α , который определяется из подстановки 

mix
phase
1

phase
0 ))12(( α−+ LxL  в выражения для энергий смешения в по-

тенциале Гиббса (1)—(3) фазы. 
 Согласно предложенному методу твердый субрегулярный рас-
твор объёмно-центрированной тетрагональной фазы BCT на основе 

Sn можно описать четырьмя параметрами, твердый регулярный 

раствор ромбической фазы RHOM на основе Bi – тремя параметра-
ми, жидкий субрегулярный раствор LIQ – четырьмя параметрами. 

Для того чтобы применить описание состояний сплошных нанопле-
нок избранной системы мы используем энергетические зависимо-
сти (1)—(3) для объемных фаз и приближения (5), (6) без определе-
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ния поверхностной энергии (в представленном выше классическом 

виде) как самостоятельной составляющей общей энергии. Такое 

приближение эквивалентно приближению поверхностных фаз в 

сплошных пленках (рис. 1, б). Оно оказалось достаточным для по-
строения фазовой диаграммы рассматриваемой системы в хорошем 

согласии с экспериментами. Рассмотрим соответствующий подход. 
 Построим и сравним теоретически полученные диаграммы со-
стояния с экспериментальными диаграммами для нанопленок Bi—
Sn разной толщины. Заслуживает внимания тот факт, что предло-
женный метод модифицирует метод Гиббса геометрической термо-
динамики тем, что кривые потенциалов Гиббса фактически «под-
нимаются» по сравнению с объемными потенциалами. 
 Полученные значения параметров (табл. 1) для всех фаз соответ-
ствуют всем принятым в работе критериям, позволяют адекватно 

строить теоретические диаграммы бинарной системы Bi—Sn и отве-
чают всем экспериментально полученным зависимостям температур 

фазовых превращений (плавления, эвтектики) от толщины [5, 25]. 
 Оценки авторов по результатам в табл. 1 показали, что есть такие 

параметры, которые существенно меняют результат, и такие, от зна-
чений которых результат почти не зависит. К наиболее существен-
ным параметрам относятся: м105,3

10phase
SnSn

−⋅=α и м105,3
10phase

BiBi
−⋅=α  

для ВСТ-фазы, м1048,4
10phase

BiBi
−⋅=α  и м1015,4

90
mix

−⋅=α  для RHOM-
фазы, м105,2

10phase
SnSn

−⋅=α  и м105,2
10phase

BiBi
−⋅=α  для LIQ-фазы. Ре-

зультаты практически могут не поменяться при изменении на поря-
док таких параметров: 

0
mixα , 

1
mixα  или mixα  для ВСТ- и LIQ-фаз, 

м1048,4
10phase

SnSn
−⋅=α  для RHOM-фазы. 

 Важность значений и возможность вариаций параметров обу-

ТАБЛИЦА 1. Параметры скорости изменения плотности потенциала Гиб-
бса от размера для разных нанофаз в системе Bi—Sn. 

Фаза 
phase

AAα , м 
phase

BBα , м 
0

mix
α , м 

1

mix
α , м 

mix
α , м 

ВСТ 3,5⋅10
−10 3,5⋅10

−10 2⋅10
−10 2⋅10

−10 2⋅10
−10 

RHOM 4,48⋅10
−10 4,48⋅10

−10 4,15⋅10
−9 — — 

LIQ 2,5⋅10
−10 2,5⋅10

−10 2,5⋅10
−10 2,5⋅10

−10 2,5⋅10
−10 

ТАБЛИЦА 2. Минимальное количество параметров для термодинамиче-
ского описания фаз в сплошной пленке системы Bi—Sn. 

Фаза 
Количество 

параметров 
phase

AAα , м
phase

BBα , м 
0

mix
α , м 

1

mix
α , м 

mix
α , м 

ВСТ 2 3,5⋅10
−10 3,5⋅10

−10 0 0 0 

RHOM 2 0 4,48⋅10
−10 4,15⋅10

−9 — — 

LIQ 2 2,5⋅10
−10 2,5⋅10

−10 0 0 0 
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словлена смещением основных объемных кривых потенциалов 

Гиббса от состава. Так, например, ромбическая фаза RHOM имеет 

минимум в окрестности значений составов х = 1, поэтому для нее 

существенно значение параметра 
RHOM
BiBiα , который влияет на пар-

ный потенциал межатомного взаимодействия атомов висмута в этой 

точке составов. 
 Все это позволяет уменьшить количество параметров до минималь-
ного, достаточного для правильного описания диаграммы, раствори-
мостей и поведения температур эвтектики и плавления (табл. 2). 
 Представленная упрощенная модель (табл. 2) дает вполне кор-
ректные результаты (рис. 4) для рассматриваемой системы с доста-
точной степенью точности. Более того, можно получить аппрокси-

 
а    б 

 
в 

Рис. 4. Температура эвтектики (а) и температуры плавления (б, в) чистых 

веществ для тонких пленок Bi—Sn, полученные в экспериментах и с помо-
щью метода Гиббса геометрической термодинамики и размерно-зависи-
мых потенциалов взаимодействия в модели 2 по данным табл. 2. В аппрок-
симационных формулах толщина h – в нм. 



1506 А. С. ШИРИНЯН, Ю. С. БЕЛОГОРОДСКИЙ 

мационные формулы для соответствующих температур фазового 

превращения (в кельвинах): 

 Bi Sn

e пл пл
412 161,5 / , 543 279,9 / , 504,3 187,3 /T h T h T h= − = − = − . (7) 

Тут толщина пленки h определена в нм. 
 Полученные диаграммы состояний сплошной нанопленки (рис. 

5) хорошо согласуются с экспериментальными диаграммами со-
стояния (рис. 3) с учетом замечаний, сделанных в параграфе 3. Это 

значит, что модель 2 твердых растворов (6) достаточно полно опи-
сывает рассматриваемую наносистему. 
 Рассматриваемый метод позволяет также находить такие важ-
ные с точки зрения эксперимента показатели как растворимости 

компонентов в пленке. Можно видеть, что сужение двухфазной об-
ластей на рис. 5 соответствует повышенным растворимостям. Де-
тальный анализ растворимостей для разных температур позволяет 

найти максимальную растворимость одного компонента в другом, 

которая достигается по температуре в точке эвтектики. Так как эв-
тектические температуры зависят от толщины пленки (7), то и мак-
симальные растворимости также становятся функциями толщины 

пленки. Так, например, для пленки толщиной 9 нм при температу-
ре Т = 395 К, предельная растворимость олова в висмуте оказывает-
ся равной 2,4%. В массивном материале предельная растворимость 

 

Рис. 5. Фазовая диаграмма сплошной нанопленки системы Bi—Sn толщиной 

9 нм, полученная по модели 2 (табл. 2), в сравнении с экспериментальной. 
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олова в висмуте равна 0,2%, а предельная растворимость висмута в 

олове равна 13,1% [17]. Полученные аппроксимационные формулы 

для предельной растворимости имеют вид: xBi = 0,1h−0,96
 + 0,131 для 

висмута в олове (рис. 6), xSn = 61,8h−3,4
 + 2⋅10

−3
 для олова в висмуте, 

где толщина пленки h определена в нм. 

6. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

В работе показана возможность применения новой методологии по-
строения фазовых диаграмм бинарных наноматериалов, базирую-
щейся на существовании зависимости парных потенциалов взаимо-
действия атомов от размера наносистемы. Следующей интересной за-
дачей является описание фазовых диаграмм бинарных наноматериа-
лов разного состава и формы в зависимости от дисперсности системы. 
 Заслуживает внимания также тот факт, что для ВСТ- и LIQ-фаз 

бинарной наносистемы Bi—Sn параметры равны 
phase phase

AA BBα = α  (табл. 

2), что соответствует модели эквифункциональной размерной зави-
симости парных потенциалов (5) в рассматриваемой пленке. Это об-
стоятельство будет проверяться авторами в последующем с помо-
щью молекулярно-динамических расчетов. 
 Предметом отдельного исследования станут также молекулярно-
динамические расчеты авторов для получения размерной зависи-
мости парных потенциалов взаимодействия атомов других метал-

 

Рис. 6. Растворимость висмута в тетрагональной BCT-фазе на основе олова 

в нанопленке системы Bi—Sn по модели 2 и данным табл. 2. Горизонталь-
ная пунктирная линия соответствует растворимости в массивном мате-
риале 13,1%.В аппроксимационной формуле толщина h в нм.



1508 А. С. ШИРИНЯН, Ю. С. БЕЛОГОРОДСКИЙ 

лических систем, изменения плотности вещества по сравнению с 

плотностью макроскопических образцов. 
 Работа выполнена в рамках общего российско-украинского про-
екта номер Ф.28.7/049 Государственного фонда фундаментальных 

исследований Украины и Российского фонда фундаментальных ис-
следований номер 09—08—90406. 
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